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Prohlašuji, že jsem diplomovou práci včetně přı́loh vypracoval samostatně pod vedenı́m
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3.2 Reprezentace grafů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.3 Cesty v grafech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Veškerá lidská výrobnı́, ale i nevýrobnı́ činnost je provázená vznikem odpadů. Jejich
odstraněnı́ a následné využitı́ proto představuje prvořadý úkol z hlediska ochrany životnı́ho
prostředı́, a taktéž i z pohledu ekonomického. Proto má smysl hledat způsoby, jak efektivně
nakládat s odpadem nebo také, jak zajistit svoz komunálnı́ho a separovaného odpadu.
Svoz odpadu a jeho následné zpracovánı́ je pro modernı́ civilizaci naprostou sa-
mozřejmostı́ a běžnou službou. Když se ale nad samotným poskytovánı́m této služby
zamyslı́me, zjistı́me, že se jedná o neustále se opakujı́cı́, každodennı́ proces, ve kterém
obslužná vozidla, dle předem stanovených dennı́ch tras, vykonávajı́ pravidelný sběr odpadů.
Tato skutečnost umožňuje hledat způsoby, jak každodennı́ obsluhu na daných trasách
zefektivnit.
Statistické údaje jen potvrzujı́ smysl, který má hledánı́ nových řešenı́ sloužı́cı́ch ke
zkvalitněnı́ této služby. Nahlédneme-li do tuzemských statistik, můžeme zjistit, že produkce
odpadů se každoročně zvyšuje. I když se růst zpomaluje, nic to neměnı́ na skutečnosti,
že každoročně vyprodukujeme téměř 4 miliony tun komunálnı́ho odpadu. Přesněji řečeno
podle Českého statistického úřadu bylo napřı́klad v roce 2018 na územı́ České republiky
svezeno celkem 3,7 mil. tun odpadů, přičemž 16% z tohoto množstvı́ činil sběr separovaného
odpadu jako je papı́r, plast, sklo a podobně [15].
Ekonomická prosperita států s sebou přinášı́ obrovský nárust produkce odpadů, na
které poukazujı́ nejen již zmı́něné české, ale i světové statistiky. Tato produkce by se mohla
stát v blı́zké budoucnosti neudržitelnou, jak předpovı́daly některé modely, vycházejı́cı́
napřı́klad z rychlosti populačnı́ho růstu a schopnosti vyprodukované odpady zpracovat. Za
tı́mto účelem vznikla celá řada projektů, které podporujı́ nejen hledánı́ nových řešenı́ v
oblasti odpadového hospodářstvı́, ale napřı́klad také v problematice obslužnosti dopravnı́ch
sı́tı́, které s touto problematikou úzce souvisı́. Přı́kladem je projekt TAČR, jehož součástı́
je i tato diplomová práce.
Problematice svozu odpadu je tedy vhodné věnovat náležitou pozornost. Předložená
diplomová práce je zaměřena na samotný svoz, respektive na plánovánı́ tras obslužných
vozidel, které svoz odpadu zabezpečujı́. Konkrétně se bude jednat o plánovánı́ tras ob-
služných vozidel na územı́ obce Bystřice, která se nacházı́ v Moravskoslezském kraji. K
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dispozici je celá řada metod určených pro podporu rozhodovánı́ v praxi. V rámci jednot-
livých kapitol budou tyto nástroje a metody určené pro podporu rozhodovánı́ představeny.




Problematika svozu separovaného odpadu spadá mezi trasovacı́ úlohy. Cı́lem těchto
úloh je nalézt posloupnost vrcholů, začı́najı́cı́ a končı́cı́ v depu, která procházı́ přes
všechny vrcholy u nichž je vyžadována obsluha a majı́cı́ minimálnı́ délku. Takto nalezená
posloupnost sloužı́ poté k plánovánı́ tras obslužných vozidel, která svoz odpadu zabezpečujı́.
Úlohy trasovánı́ můžeme klasifikovat podle následujı́cı́ch kritériı́ [4].
a) Čas uspokojovánı́ požadavků
b) Počet středisek
c) Velikost dopravnı́ho parku
d) Typ dopravnı́ho parku
e) Charakter požadavků v dopravnı́ sı́ti
f) Poloha požadavků v dopravnı́ sı́ti
g) Typ dopravnı́ sı́tě
h) Maximálnı́ doba pro projetı́ jedné trasy
i) Operace prováděné u zákaznı́ků
j) Kritérium kvality řešenı́
Tato kritéria lze přı́mo aplikovat na vybranou problematiku svozu odpadu. U svozu
komunálnı́ho odpadu, respektive separovaného odpadu se jedná o úlohu, kdy je čas pevně
stanoven. Středisko je v úloze bud’ jedno, úloha typu depo - depo, nebo je v úloze vı́ce
než jedno středisko, pak se jedná o úlohu typu depo - skládka. Vozový park může být z
hlediska své velikosti složen z jediného vozidla nebo z vı́ce vozidel.
S ohledem na své určenı́ svozu odpadu, je vozový park bud’ homogennı́ (stejnorodý)
nebo heterogennı́ (různorodý). Různorodost spočı́vá napřı́klad v kapacitě jednotlivých
vozidel. Povaha požadavků je bud’ deterministická nebo stochastická. Z hlediska řešené
problematiky se jedná předevšı́m o deterministické požadavky, kde se pracuje s průměrnou
hodnotou zátěže.
Důležitou roli hraje taktéž poloha požadavků v dopravnı́ sı́ti. Ty se mohou nacházet
na hranách (úsecı́ch), nebo ve vrcholech (uzlech), popřı́padě v kombinaci obou variant.
Dopravnı́ sı́t’ je v těchto úlohách nejčastěji smı́šená, obsahuje jak orientované, tak i
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neorientované hrany. Doba, která je vymezena vozidlu na ujetı́ své trasy, nenı́ zadána.
Obsluha zákaznı́ků je zaměřena pouze na nakládku, nebot’ se jedná o svozovou úlohu.
Z hlediska kvality dosaženého řešenı́ je vhodné vycházet ze stanovených kritériı́. Tı́mto
kritériem mohou být minimálnı́ hodnoty součtu ohodnocenı́ úseků projetých vozidly (délka
trasy, spotřeba pohonných hmot, pracovnı́ doba). Nebo je tı́mto kritériem minimálnı́ počet
tras a s nı́m potřebný počet vozidel v závislosti na nákladech spojených s jejich pořı́zenı́m
a provozem. Dalšı́ kritérium může být smı́šené, přičemž rozhodujı́ celkové náklady na
obsluhu a poslednı́m kritériem může být minimaxové kritérium [4].
Z hlediska celkového objemu určreného ke svozu a kapacity obslužného vozidla, je nutné
rozlišovat dva přı́pady.
• V prvnı́m přı́padě je součet požadavků bj od N zákaznı́ků menšı́ nebo roven celkové




• Druhý přı́pad nastane, když je součet požadavků bj od N zákaznı́ků většı́ než je
kapacita daného obslužného vozidla. V tomto přı́padě již nelze obsluhu vykonat




Vzhledem k charakteru a rozloze zadané oblasti bude zapotřebı́ uskutečnit celkem r
okružnı́ch jı́zd. Základnı́ přı́stupy řešenı́ této problematiky - množiny okružnı́ch jı́zd, budou
nynı́ blı́že představeny [4].
1. Metody primárnı́ho shlukovánı́ (Cluster-First Route-Second)
Tyto metody patřı́ do skupiny dekompozičnı́ch heuristických metod, které úlohu
okružnı́ch jı́zd řešı́ ve dvou fázı́ch. V prvnı́ fázi jsou zanedbány podmı́nky souvisejı́cı́ s
vlastnı́ trasou vozidla a je zde řešeno pouze rozdělenı́ zákaznı́ků do shluků tak, aby každý z
nich bylo možné obsloužit jedinou okružnı́ jı́zdou vozidla. V druhé fázi jsou ve vytvořených
shlucı́ch hledány optimálnı́ trasy s využitı́m vhodného algoritmu.
2. Metody primárnı́ho trasovánı́ (Route-First Cluster-Second)
Stejně jako v prvnı́ variantě jsou tyto metody založeny na dekompozici úlohy. Rozdı́l
však spočı́vá v tom, že tyto metody primárnı́ho trasovánı́ v prvnı́ fázi zanedbávajı́ kapacitnı́
omezenı́ vozidel. Celá úloha je tedy řešena vhodným algoritmem pro nalezenı́ optimálnı́
trasy, a až ve druhé fázi je zı́skaná trasa upravena tak, aby vznikl potřebný počet okružnı́ch
jı́zd, respektujı́cı́ kapacitnı́ omezenı́ vozidel.
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3. Metody využı́vajı́cı́ matematické programovánı́
Podobně jako ve dvou předešlých metodách, tak i zde se jedná o dekompozičnı́, heuris-
tickou metodu, která za pomocı́ uvolněnı́ určité skupiny podmı́nek, rozložı́ úlohu na dvě
jednoduššı́ podúlohy, které jsou následně ve dvou fázı́ch vyřešeny. Tyto podúlohy jsou
však řešeny exaktně pomocı́ prostředků matematického programovánı́.
4. Výměnné metody
Tyto heuristické metody zlepšujı́ současné řešenı́ tak, že nahradı́ část trasy jinou trasou
zpravidla kratšı́, popřı́padě jı́ přesunou na jiné mı́sto tak, aby výsledná struktura snı́žila
hodnotu účelové funkce.
5. Přesné metody
Do této skupiny spadajı́ metody matematického programovánı́, které bývajı́ založeny
na principu větvı́ a řezů. Na rozdı́l od obecných metod, tyto metody využı́vajı́ v maximálnı́
možné mı́ře specifik řešené úlohy k tomu, aby zı́skaly rychlý a přesný odhad dolnı́ch hranic.
Princip spočı́vá v zı́skánı́ co nejlepšı́ho řezu, blı́žı́cı́ho se k množině přı́pustných řešenı́, na
základě všech známých matematických vlastnostı́ modelů okružnı́ch jı́zd, odpovı́dajı́cı́ch
potřebám praxe.
V rámci řešenı́ problematiky této diplomové práce bude využit prvnı́ z uvedených možných
přı́stupů řešenı́, tedy metody primárnı́ho shlukovánı́. Dřı́ve, než bude pozornost věnována
představenı́ metodám primárnı́ho shlukovánı́ (dále v textu označované jako CF-RS metody),
je potřebné představit dvě teoretické oblasti s jejichž poznatky a pojmy bude dále pracováno.




Právě započatá kapitola je věnována problematice teorie grafů a matematickému
programovánı́. Jak již bylo zmı́něno v úvodu, právě tyto oblasti tvořı́ teoretický základ
pro dalšı́ práci. Pozornost bude zaměřena na podrobné představenı́ základnı́ch poznatků z
těchto oblastı́ operačnı́ho výzkumu. Jako prvnı́ bude představena teorie grafů.
3.1 Teorie grafů
Teorie grafů má významnou roli při modelovánı́ dopravnı́ch problémů, nebot’ je možné
s jejı́ pomocı́ efektivně znázorňovat reálné dopravnı́ sı́tě. Základnı́m objektem v teorii
grafů je graf tvořený vrcholy a hranami. Vrcholy představujı́ důležitá mı́sta v dopravnı́
sı́ti, může se jednat napřı́klad o křižovatky, depa, zastávky a podobně. Hrany znázorňujı́
spojnice mezi těmito významnými mı́sty. Jsou jimi napřı́klad pozemnı́ komunikace.
Z historického hlediska spadajı́ počátky teorie grafů již do 18. stoletı́ a nejčastěji bývajı́
spojovány s osobnostı́ švýcarského matematika Leonarda Eulera. Ten položil základy teorie
grafů, když využil zjednodušeného modelu reálné dopravnı́ sı́tě pro vyřešenı́ matematické
hádanky pomocı́ jednoduchého grafu. Dnes nacházı́ teorie grafů uplatněnı́ v nespočetném
množstvı́ vědnı́ch oborů, zaměřených nejen na dopravnı́ infrastrukturu, ale napřı́klad také
v oblasti internetových sı́tı́, lékařstvı́ a podobně.
Podrobnějšı́mu představenı́ základnı́ch teoretických pojmů a definicı́ z oblasti teorie
grafů, bude předcházet představenı́ dopravnı́ sı́tě. Reálná dopravnı́ sı́t’ je charakterizována
velkým množstvı́m dat. Pro potřeby optimalizačnı́ch výpočtů je vhodné pracovat s modelem
dopravnı́ sı́tě, tedy zjednodušenou dopravnı́ sı́tı́. Po zjednodušenı́ dopravnı́ sı́tě jsou
zachovány pouze ty informace, které jsou pro řešenı́ zadané úlohy nezbytné. Zjednodušenı́
dopravnı́ sı́tě bude popsáno v následujı́cı́ podkapitole.
3.1.1 Dopravnı́ sı́t’
V dopravnı́ sı́ti vystupujı́ dva druhy objektů. Jedná se o vrcholy sı́tě, kterým odpovı́dajı́
napřı́klad sklady, křižovatky v silničnı́ sı́ti, respektive důležité body v dopravnı́ sı́ti. Druhou
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3.1. Teorie grafů
skupinu tvořı́ hrany, kde každá hrana spojuje právě dva vrcholy dopravnı́ sı́tě. Tyto objekty
představujı́ nejčastěji pozemnı́ komunikace mezi dvěma křižovatkami, sklady a podobně.
Hrany také mohou představovat letecké koridory, plavebnı́ dráhy a dalšı́ typy spojenı́ dvou
různých mı́st, podle charakteru řešené úlohy. Dopravnı́ sı́t’ je tedy dána množinou vrcholů
a hran, kde pro každou dvojici vrcholů existuje alespoň jedna cesta, která je spojuje.
Dopravnı́ sı́t’ je možné rozdělit na:
• reálnou dopravnı́ sı́t’, která vycházı́ ze skutečné dopravnı́ sı́tě,
• model dopravnı́ sı́tě, který reálnou dopravnı́ sı́t’ zjednodušuje.
Tvorba modelu dopravnı́ sı́tě je z hlediska následného zpracovánı́ a řešenı́ podstatnou
částı́. Při návrhu nebo obsluze dopravnı́ho systému je málokdy potřebný detailnı́ popis
reálné dopravnı́ sı́tě, obsahujı́cı́ všechny body vycházejı́cı́ z přesné topologie dané oblasti.
To znamená, že za účelem zjednodušenı́ nenı́ potřebné znát množinu všech vrcholů kore-
spondujı́cı́ch se všemi křižovatkami v dané oblasti nebo množinu všech hran odpovı́dajı́cı́ch
veškerým pozemnı́m komunikacı́m v dané části dopravnı́ sı́tě. Proto je možné vytvořit
zjednodušený popis dopravnı́ sı́tě, obsahujı́cı́ pouze informace spojené s řešenı́m dané
problematiky [4].




























Obrázek 3.1 Reálná dopravnı́ sı́t’.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́ podle [Janáček, s.17].
Reálná dopravnı́ sı́t’ reprezentovaná na obrázku 3.1 je tvořena množinou vrcholů a
hran.
• Vrcholy Depo a Skládka představujı́ výchozı́ body. Lze předpokládat že vozidla, která
uskutečňujı́ obsluhu budou ve vrcholu Depo začı́nat a končit svou jı́zdu, popřı́padě
začı́nat svou jı́zdu ve vrcholu Depo a končit ve vrcholu Skládka.
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• Vrcholy A, B, C, D představujı́ zákaznı́ky, kteřı́ vyžadujı́ obsluhu.
• Vrcholy E a F taktéž představujı́ zákaznı́ky, kteřı́ však obsluhu nevyžadujı́.
• Pı́smeny a, b, c jsou označeny křižovatky.
• Spojnice mezi jednotlivými vrcholy, tedy tak zvané hrany, jsou charakterizovány
svou délkou vyjádřenou v kilometrech.
V takto reprezentované dopravnı́ sı́ti lze předpokládat, že nebude nutné přenášet
všechny elementy z uvedené dopravnı́ sı́tě do nově vytvořeného modelu dopravnı́ sı́tě. Je
možné vyřadit zákaznı́ky E a F, kteřı́ nechtějı́ být obslouženi z daného depa. Vyřazenı́m
zákaznı́ků, kteřı́ nevyžadujı́ obsluhu, je možné taktéž odstranit k nim vedoucı́ hrany.
Vyřazenı́m zákaznı́ka E je možné navı́c odstranit křižovatku označenou pı́smenem c, nebot’
již nenı́ nutné v nově navržené sı́ti vést k tomuto zákaznı́kovi cestu. Při tvorbě grafu
zjednodušené dopravnı́ sı́tě nesmı́ být zapomenuto na vytvořenı́ vrcholů v mı́stech křı́ženı́
spojovacı́ch komunikacı́. Graf zjednodušené dopravnı́ sı́tě, vycházejı́cı́ z reálné dopravnı́
sı́tě, může mı́t podobu uvedenou na obrázku 3.2.
Y (Lo)
X (La)





















Obrázek 3.2 Zjednodušená dopravnı́ sı́t’.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́ podle [Janáček, s.18].
V této chvı́li je připravena zjednodušená dopravnı́ sı́t’, obsahujı́cı́ důležité informace pro
řešenı́ zadaného problému. V nově vytvořeném grafu zjednodušené dopravnı́ sı́tě zůstala
zachována množina zákaznı́ků označených velkými pı́smeny A, B, C, D. Vrcholy tvořı́cı́
křižovatky jsou označeny malými pı́smeny a, b. Vzdálenosti mezi jednotlivými vrcholy jsou
nadále vyjádřeny v kilometrech. Vlastnosti vrcholů a hran jsou označovány jako jejich
atributy.
Základnı́m atributem vrcholu je jeho identifikačnı́ čı́slo. Doplňujı́cı́mi atributy vr-
cholů jsou jejich názvy, které můžou odpovı́dat napřı́klad konkrétnı́ adrese a poštovnı́mu
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směrovacı́mu čı́slu. Důležitým základnı́m atributem vrcholu je jeho umı́stěnı́ v prostoru.
Graf uvedený na obrázku 3.2 je umı́stěn v souřadnicovém systému vymezeném osami x a
y. Symboly La a Lo jsou zkratkami anglických názvů pro zeměpisnou šı́řku (z anglického
latitude) a zeměpisnou délku (z anglického longitude). Při vytvářenı́ modelu dopravnı́ sı́tě
je nutné zohlednit také zakulacenı́ Zeměkoule. Pakliže se reálná dopravnı́ sı́t’ nacházı́ v
oblasti s rozlohou pouze v jednotkách kilometrů, lze v rámci zjednodušenı́ toto zakřivenı́
zanedbat a GPS souřadnice převést na Kartézské souřadnice v rovině. Tyto údaje se mohou
uplatnit, pokud jsou lokality zákaznı́ků definovány prostřednictvı́m GPS. V následujı́cı́
tabulce jsou zpracovány atributy vrcholů dopravnı́ sı́tě z obrázku 3.2
Tabulka 3.1 Vrcholy dopravnı́ sı́tě.
Identifikačnı́ čı́slo Název x y
1 Depo 5 7,5
2 A 10 12,5
3 C 7,5 2,5
4 a 15 10
5 b 15 5
6 B 20 12,5
7 D 20 2,5
8 Skládka 30 5
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Atributy hran jsou taktéž označeny identifikačnı́m čı́slem jako v předešlém přı́padě.
Vhodnějšı́ je označenı́ atributem identifikačnı́ho čı́sla počátečnı́ho a koncového vrcholu. Tyto
atributy totiž jednoznačně určı́ danou hranu. Poslednı́m důležitým základnı́m atributem
je délka hrany. Existuje celá řada dalšı́ch doplňujı́cı́ch atributů, respektujı́cı́ch napřı́klad
silničnı́ omezenı́ vycházejı́cı́ z maximálnı́ povolené hmotnosti nebo rozměru vozidla na
úseku pozemnı́ komunikace a podobně, těm však nebude věnována pozornost. Základnı́
atributy hran grafu z obrázku 3.2 jsou uvedeny v tabulce 3.2.
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Tabulka 3.2 Hrany dopravnı́ sı́tě.
Id. čı́slo hrany Id. čı́slo poč. vrcholu Id. čı́slo konc. vrcholu Délka hrany [km]
1 1 (Depo) 2 (A) 10
2 1 (Depo) 3 (C) 3
3 2 (A) 3 (C) 15
4 2 (A) 6 (B) 11
5 2 (A) 4 (a) 3
6 6 (B) 4 (a) 8
7 6 (B) 7 (D) 4
8 6 (B) 8 (Skládka) 6
9 3 (C) 5 (b) 12
10 3 (C) 7 (D) 20
11 7 (D) 5 (b) 1
12 7 (D) 8 (Skládka) 8
13 4 (a) 5 (b) 3
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Zjednodušená dopravnı́ sı́t’ je viditelně přehlednějšı́ a omezena pouze na nezbytné
informace. Tato zjednodušená dopravnı́ sı́t’ je znázorněna grafem, pro který je možné
vytvořit matici vzdálenostı́, která bude nezbytná pro dalšı́ práci. Pro účely zadané práce
je nynı́ potřeba vymezit základnı́ pojmy z oblasti teorie grafů, s nimiž je dále pracováno.
3.1.2 Základnı́ pojmy
Za účelem práce s grafy je nutné definovat základnı́ pojmy v této oblasti, na něž budu
postupně v práci odkazováno a jsou nezbytné pro řešenı́ dané problematiky. Definice
použı́vané v oblasti teorie grafů jsou obecně použı́vány v řadě odborných publikacı́, proto
zde nebudou citovány jednotlivě, ale pouze souhrnně. Základnı́mi teoretickými zdroji jsou
publikace autorů Palúcha [7] a Murtyho [1].
Definice 3.1. Graf
Graf je uspořádaná dvojice G = (V, H), kde V je neprázdná konečná množina vrcholů
a H je množina neuspořádaných dvojic typu {u, v} takových, že u ∈ V , v ∈ V a u ̸= v.
Prvky množiny V nazýváme vrcholy a prvky množiny H nazýváme hranami grafu G.
Definice 3.2. Digraf
Digraf je uspořádaná dvojice G⃗ = (V, H), kde V je neprázdná konečná množina a H
je množina uspořádaných dvojic typu (u, v) takových, že u ∈ V , v ∈ V a u ≠ v. Prvky




Definice 3.3. Úplný graf
Graf G = (V, H) je úplným grafem, pokud množina H obsahuje všechny možné dvojice
typu {u, v} kde u, v ∈ V a u ̸= v. Úplný graf o n vrcholech je označován symbolem Kn.
Definice 3.4. Úplný digraf
Digraf G⃗ = (V, H) je úplným digrafem, pokud množina H obsahuje všechny možné
dvojice typu (u, v), kde u, v ∈ V a u ̸= v.
Definice 3.5. Hranově ohodnocený graf (digraf)
Graf G = (V, H), respektive digraf G⃗ = (V, H) je hranově ohodnoceným, pokud každé
hraně, respektive orientované hraně h ∈ H je přiřazeno reálné čı́slo c(h) nazývané cena
hrany h nebo také ohodnocenı́ hrany h. Hranově ohodnocený graf je tedy reprezentován
uspořádanou trojicı́ G = (V, H, c), kde V je množina vrcholů, H množina hran a c : H → R
je reálná funkce definovaná na množině H.
Definice 3.6. Vrcholově ohodnocený graf (digraf)
Vrcholově ohodnocený graf G = (V, H), respektive digraf G⃗ = (V, H), je reprezentován
uspořádanou trojicı́ G = (V, H, d), kde V je množina vrcholů, H množina hran a d : V → R
je reálná funkce definovaná na množině V . Čı́slo d(v) je pak ohodnocenı́m vrcholu v, nebo
také cenou vrcholu v.
Po zformulovánı́ základnı́ch pojmů, které lze z hlediska tématu práce považovat za
stěžejnı́, následuje část, která se zabývá reprezentacı́ grafů.
3.2 Reprezentace grafů
Grafy lze reprezentovat vı́cero způsoby. Pro práci s grafy je tedy výhodné vybrat
vhodný způsob reprezentace grafů. Pro některé typy úloh je vhodné graf znázornit vizuálně.
Pro úlohy, které vyžadujı́ počı́tačové zpracovánı́ je vhodnějšı́ graf znázornit množinovým
zápisem. Jednotlivé možnosti reprezentace grafů budou přiblı́ženy v následujı́cı́ části práce.
3.2.1 Diagram grafu
Prvnı́ možný způsob vizuálnı́ho zpracovánı́ grafu je diagram grafu, respektive digrafu.
Diagram grafu je grafické znázorněnı́ struktury grafu, tvořené množinou vrcholů a množinou
hran. Přı́klad možného zápisu reprezentace grafu, prostřednictvı́m jeho diagramu, je






Obrázek 3.3 Diagram grafu G1 = (V1, H1).
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Tento jednoduchý graf zachycený na obrázku 3.3 je sestaven z pěti vrcholů a sedmi
hran. Pakliže budou přidány k hranám ohodnocenı́, vznikne hranově ohodnocený graf,










Obrázek 3.4 Diagram hranově ohodnoceného grafu G2 = (V2, H2, c2).
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.




















Obrázek 3.6 Diagram hranově ohodnoceného digrafu G⃗4 = (V4, H4, c4).
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Všechny uvedené obrázky představujı́ základnı́ způsoby reprezentace grafů a digrafů,
skrze jejich diagramy. V průběhu práce bude na tyto obrázky odkazováno.
3.2.2 Množinový zápis grafu
Dalšı́ možný způsob reprezentace grafu je množinový zápis. Tento způsob mate-
matického zápisu grafu je výhodný předevšı́m pro počı́tačové zpracovánı́. Graf G1 =
(V1, H1) je jednoznačně určen množinami V1 a H1, kde V1 = {1, 2, 3, 4, 5} a H1 =
{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {4, 5}}. Digraf lze taktéž jednoznačně defino-
vat množinovým zápisem, podobně jako v předešlém přı́padě G⃗3 = (V3, H3), který je
určen množinami V3 a H3, kde jsou množiny zapsány ve tvaru V3 = {1, 2, 3, 4, 5} a
H3 = {(1, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (4, 3), (5, 4)}.
3.2.3 Matice přilehlosti
Dalšı́ možnost reprezentace grafu, respektive digrafu je prostřednictvı́m tabulkového
zápisu. Pro tabulkové zápisy existuje několik variant. Prvnı́ z variant, o které bude blı́že
pojednáno, je označována jako matice přilehlosti. Maticı́ přilehlosti je označována čtvercová
matice typu n × n, kde n = |V | je počet vrcholů grafu, respektive digrafu. Matice je
označována jako M = (mij) a jejı́ prvky jsou definovány následovně:
• pro přı́pad grafu
mij =
⎧⎪⎨⎪⎩1 pokud {i, j} ∈ H0 jinak,
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• pro přı́pad digrafu
mij =
⎧⎪⎨⎪⎩1 pokud (i, j) ∈ H0 jinak.
V následujı́cı́ch tabulkách jsou zachyceny matice přilehlosti grafu a digrafu. Jako prvnı́
je uvedena matice přilehlosti grafu G1 v tabulce 3.3. Tato matice přilehlosti odpovı́dá
diagramu grafu z obrázku 3.3.
Tabulka 3.3 Matice přilehlosti grafu G1.
1 2 3 4 5
1 0 1 1 0 0
2 1 0 1 1 1
3 1 1 0 1 0
4 0 1 1 0 1
5 0 1 0 1 0
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Následujı́cı́ tabulka 3.4 odpovı́dá maticovému zápisu přilehlosti digrafu G⃗3 z diagramu
uvedeném na obrázku 3.5.
Tabulka 3.4 Matice přilehlosti digrafu G⃗3.
1 2 3 4 5
1 0 1 0 0 0
2 0 0 1 1 1
3 1 0 0 0 0
4 0 0 1 0 0
5 0 0 0 1 0
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Z uvedené tabulky 3.3 vyplývá, že matice přilehlosti grafu je vždy symetrická. Totéž
však nemusı́ platit pro digraf, nebot’ v tabulce 3.4 je viditelné, že matice přilehlosti digrafu
nenı́ symetrická podle hlavnı́ diagonály.
3.2.4 Matice ohodnocenı́ hran
U hranově ohodnocených grafů a digrafů je možné zapsat matici M ohodnocenı́ hran
grafu. Matice je taktéž, jako v předešlém přı́padě typu n × n, kde n = |V | je počet vrcholů
grafu, respektive digrafu a prvky v nı́ jsou definovány:
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• pro přı́pad grafu
mij =
⎧⎪⎨⎪⎩c({i, j}) pokud {i, j} ∈ H∞ jinak,
• pro přı́pad digrafu
mij =
⎧⎪⎨⎪⎩c((i, j)) pokud (i, j) ∈ H∞ jinak.
Pro takto definované přı́pady jsou v následujı́cı́ch tabulkách uvedeny matice ohodnocenı́
hran. Tabulka 3.5 koresponduje s grafem G2 který je na obrázku 3.4.
Tabulka 3.5 Matice ohodnocenı́ hran grafu G2.
1 2 3 4 5
1 ∞ 6 10 ∞ ∞
2 6 ∞ 12 4 2
3 10 12 ∞ 7 ∞
4 ∞ 4 7 ∞ 3
5 ∞ 2 ∞ 3 ∞
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Tabulka 3.6 odpovı́dá matici ohodnocenı́ hran grafu G⃗4, reprezentovaném diagramem
na obrázku 3.6.
Tabulka 3.6 Matice ohodnocenı́ hran digrafu G⃗4.
1 2 3 4 5
1 ∞ 6 ∞ ∞ ∞
2 ∞ ∞ 12 4 2
3 10 ∞ ∞ ∞ ∞
4 ∞ ∞ 7 ∞ ∞
5 ∞ 2 ∞ ∞ ∞
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Podobně jako u matice přilehlosti je pro matici ohodnocenı́ hran společným rysem
symetrie obou matic podle hlavnı́ diagonály. Matice ohodnocenı́ hran digrafu však zpravidla
symetrická, podle hlavnı́ diagonály, nebývá. Význam těchto výše uvedených maticových
zápisů spočı́vá v zaznamenánı́ existence, respektive neexistence cesty mezi dvěma vrcholy.
Tvořı́ tedy základnı́ vstupnı́ údaje pro cestovánı́ v grafech, kterému bude věnována
následujı́cı́ podkapitola.
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3.3 Cesty v grafech
Jak již bylo dřı́ve zmı́něno, grafy nám reprezentujı́ reálné dopravnı́ sı́tě, ve kterých
je možné modelovat pohyb dopravnı́ch prostředků. K definovánı́ tohoto problému, tedy
pohybu v dopravnı́ch sı́tı́ch, zavádı́ teorie grafů pojem cestovánı́ v grafech. I v tomto
přı́padě budou na úvod definovány základnı́ pojmy, které jsou s cestovánı́m v grafech úzce
spojeny.
Mezi základnı́ pojmy patřı́ sled, tah a cesta.
Definice 3.7. Sled
Sled v grafu G = (V, H) je libovolná střı́davá posloupnost vrcholů a hran, ve tvaru
µ(v1, vk) = (v1, {v1, v2}, v2{v2, v3}, v3, ..., {vk−1, vk}, vk).
Definice 3.8. Tah
Tah v grafu G je takový sled v grafu G, ve kterém se neopakuje žádná hrana.
Definice 3.9. Cesta
Cesta v grafu G je takový sled v grafu G, ve kterém se neopakuje žádný vrchol.
Trojice uvedených pojmů - sled, tah a cesta lze po úpravě aplikovat taktéž na digrafy
následujı́cı́m způsobem.
Definice 3.10. Orientovaný sled
Orientovaný sled v digrafu G⃗ = (V, H) je libovolná střı́davá posloupnost vrcholů a
hran ve tvaru
µ(v1, vk) = (v1, (v1, v2), v2(v2, v3), v3, ..., (vk−1, vk), vk).
Definice 3.11. Orientovaný tah
Orientovaný tah v digrafu G⃗ = (V, H) je orientovaný sled, ve kterém se neopakuje
žádná hrana.
Definice 3.12. Orientovaná cesta
Orientovaná cesta v digrafu G⃗ je takový orientovaný sled, ve kterém se neopakuje
žádný vrchol.
Orientované hrany v grafech plnı́ při modelovánı́ reálných dopravnı́ch sı́tı́ předevšı́m
úlohu jednosměrných komunikacı́, respektive reprezentujı́ cestu průjezdnou pouze v jednom
směru.
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3.3.1 Výpočet vzdálenostı́ v dopravnı́ sı́ti
Jednı́m z optimalizačnı́ch kritériı́ počı́taných v dopravnı́ch úlohách je celková ujetá
vzdálenost obslužného vozidla. Cı́lem tohoto optimalizačnı́ho kritéria je tuto celkovou
vzdálenost minimalizovat. Pro práci se vzdálenostmi v grafech při optimalizačnı́ch výpočtech
je nutné definovat několik skutečnostı́, které se vzdálenostmi v dopravnı́ch sı́tı́ch souvisı́.
Definice 3.13. Vzdálenost v grafu (digrafu)
Vzdálenost mezi dvěma vrcholy u, v ∈ V v hranově ohodnoceném grafu G = (V, H, c),
respektive hranově ohodnoceném digrafu G⃗ = (V, H, c) je u−v cesta, respektive orientovaná
u − v cesta µ(u, v) s minimálnı́ délkou.






Při optimalizačnı́m výpočtu je vhodné zvolit takovou reprezentaci grafu, která obsahuje
údaje o vzdálenostech mezi jednotlivými vrcholy. V tomto přı́padě je pro práci s množinou
vrcholů vhodné zvolit matici vzdálenostı́.
Výpočet matice vzdálenostı́ lze provést celou řadou algoritmů. Blı́že však bude představen
pouze jeden ze základnı́ch algoritmů - Floydův algoritmus. Tento algoritmus je určen pro
výpočet matice vzdálenostı́ v hranově ohodnocených grafech a digrafech G = (V, H, c) a
G⃗ = (V, H, c), kde c(h) ≥ 0. Postup výpočtu v algoritmu spočı́vá v postupném srovnávánı́








Obrázek 3.7 Zobrazenı́ přı́mé a nepřı́mé vzdálenosti mezi vrcholy i a j.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Na obrázku je schematicky zakreslen jednoduchý graf, ve kterém je viditelná přı́má
cesta mezi vrcholy i a j a nepřı́má cesta vedoucı́ přes vrchol k. Řešený přı́klad pro výpočet
vzdálenosti v grafu s využitı́m Floydova algoritmu je podrobně popsán v mé bakalářské
práci [8].
V této chvı́li byla popsána prvnı́ teoretická část zaměřena na teorii grafů. Následujı́cı́
kapitola je věnována matematickému programovánı́. V této části budou definovány základnı́




Druhým z již zmı́něných teoretických východisek, potřebných pro řešenı́ dané problema-
tiky je matematické programovánı́. Jedná se o rozsáhlou oblast operačnı́ho výzkumu1, jejı́ž
základnı́ část tvořı́ matematické modely. Úvodnı́ část této kapitoly bude proto zaměřena
na matematické modelovánı́, ze kterého bude v následujı́cı́ch částech práce vycházeno.
Obecně se matematické modelovánı́ zabývá tvorbou matematických modelů a jejich
řešenı́m. Řešenı́ matematických modelů lze rozdělit do dvou základnı́ch kategoriı́. Prvnı́
kategorie je tvořena metodami exaktnı́mi, které zaručujı́ nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́.
Nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́ je však výpočetně náročnějšı́, a v přı́padě rozsáhlých úloh
zde hraje i zásadnı́ roli výpočetnı́ čas. Druhou kategorii proto tvořı́ metody heuristické
(přibližné), které nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́ nezaručı́, ale je možné s jejich pomocı́
nalézt řešenı́ přı́pustné. Přı́pustné řešenı́ je takové řešenı́, které vyhovuje omezujı́cı́m
podmı́nkám [3].
Matematické modely jsou podle určitých kritériı́ klasifikovány do několika skupin. Prvnı́
kritérium rozlišuje, zdali jsou v modelu obsaženy náhodné proměnné.
• Pakliže model náhodné proměnné neobsahuje, jedná se o deterministický model.
• Pokud v modelu vystupujı́ náhodné proměnné, je tento model označován jako
stochastický.
Dalšı́m hlediskem, podle kterého lze rozlišit matematický model, je začleněnı́ faktoru
času.
• Statické modely faktor času nezahrnujı́.
• Dynamické modely faktor času zohledňujı́.
Poslednı́m ze základnı́ch klasifikačnı́ch hledisek, které je vhodné zmı́nit, je matematický
popis modelu. Podle tohoto kritéria jsou matematické modely rozděleny na lineárnı́ a
nelineárnı́ modely.
• Lineárnı́ modely jsou vyjádřeny ve všech svých částech pouze lineárnı́mi funkcemi.
• V přı́padě nelineárnı́ch modelů obsahujı́ některé části modelu nelineárnı́ funkce.
V rámci řešenı́ zadané problematiky bude využı́váno lineárnı́ch modelů, respektive li-
neárnı́ho programovánı́ [5].
1Operačnı́ výzkum - soubor postupů aplikujı́cı́ matematické metody pro řešenı́ úloh zejména dopravnı́ch,




3.4.1 Struktura matematického modelu
Struktura matematického modelu bude nynı́ aplikována na názorném přı́kladu. Jedná
se o obecný matematický model aplikovaný na vybranou dopravnı́ problematiku, jejı́mž
cı́lem je přiřadit zákaznı́ky ke zdrojům (skladům), podle určitého kritéria. Tı́mto kritériem,
bude pro tento přı́pad, celková vzdálenost, kterou je cı́leno minimalizovat.
Každý matematický model je tvořen konstantami a proměnnými. Konstanty vyjadřujı́
vstupy do úlohy. Jedná se o kapacity zdrojů, matice vzdálenostı́, a podobně. V uvedeném
přı́kladu jsou konstanty reprezentovány maticı́ vzdálenostı́ dij . Proměnné xij poté modelujı́
jednotlivá rozhodnutı́. Proměnné mohou nabývat celkem třı́ definičnı́ch oborů. Jedná se o
tyto definičnı́ obory:
• celá nezáporná čı́sla (xij ∈ Z+),
• bivalentnı́ proměnná (xij ∈ {0, 1}),
• reálná nezáporná čı́sla (xij ∈ R+).
Bivalentnı́ proměnná často modeluje rozhodnutı́ typu Ano/Ne. Proměnnou je v tomto
modelu veličina xij, která je bivalentnı́ a rozhoduje o přiřazenı́, respektive nepřiřazenı́
zákaznı́ka konkrétnı́mu skladu. Účelová funkce bude formulována ve tvaru 3.2. Opti-
malizačnı́m kritériem jsou celkové náklady na obsluhu modelovaného systému. Cı́lem






xij · dij (3.2)
Omezujı́cı́ podmı́nky 3.3 zajistı́, že každému zákaznı́kovi bude přiřazen právě jeden sklad.
m∑︂
i=1
xij = 1, pro j = 1, ..., n (3.3)
Omezujı́cı́ podmı́nky 3.4 zajistı́, že každý sklad bude zásobovat právě jednoho zákaznı́ka.
n∑︂
j=1
xij = 1, pro i = 1, ..., m (3.4)
Podmı́nky 3.5 jsou obligatornı́mi podmı́nkami, které definujı́ definičnı́ obor proměnných
xij.
xij ∈ {0, 1} (3.5)
Takto připravený model lze po dosazenı́ čı́selných hodnot za konstanty vyřešit. K řešenı́
tohoto modelu lze zvolit vhodné výpočetnı́ prostředı́. V rámci této diplomové práce bude
k řešenı́ využı́váno výpočetnı́ho prostředı́ Xpress-IVE.
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3.5 Modelovánı́ v Xpress-IVE
Řešenı́ složitějšı́ch matematických modelů lze provádět s využitı́m vhodného výpočetnı́ho
nástroje. V předešlé části již byla ukázána tvorba samotného matematického modelu a
tato část bude věnována hledánı́ jeho přı́pustného, v ideálnı́m přı́padě optimálnı́ho, řešenı́.
Dnes existuje celá řada optimalizačnı́ch softwarů schopných řešit matematické modely
v prostředı́, které umožňuje jednoduchým způsobem zapsat matematický model, praco-
vat se vstupnı́mi údaji v různých formátech a zı́skat výsledky v uživatelsky přijatelné
podobě. Vhodným výpočetnı́m prostředı́m pro řešenı́ zadané problematiky je již zmı́něný
Xpress-IVE.
Xpress-IVE je produktem americké vývojářské firmy FICO. Toto výpočetnı́ prostředı́
umožňuje kromě řešı́cı́ch algoritmů také samotný zápis matematických modelů a jejich
editaci. K zápisu využı́vá samostatného programovacı́ho jazyku Mosel. Vše probı́há v
grafickém prostředı́ IVE (Interactiv Visual Enviroment). Předmětem řešenı́ práce nenı́
detailnı́ popis výpočetnı́ho prostředı́, ale je vhodné představit alespoň strukturu zápisu
modelu v uvedeném prostředı́ [6].
3.5.1 Zápis Matematického modelu v Xpress-IVE
Zápis matematického modelu v jazyku Mosel má předem definovaná pravidla a struk-
turu.
• Začátek a konec modelu, název a obecné nastavenı́
Prostor, ve kterém je zapsán matematický model, je vymezen začátkem a koncem
modelu. Každý matematický model v jazyku Mosel začı́ná slovem model a končı́
přı́kazem end-model. V tomto prostoru jsou definovány všechny přı́kazy matema-
tického modelu.
• Deklarace konstant a proměnných
V této části jsou zapsány všechny proměnné a konstanty, které v uvedeném modelu
vystupujı́. Podobně, jako v předešlém přı́padě, je prostor pro zápis deklaracı́ vymezen
začátkem declaration a koncem end-declaration.
• Inicializace vstupnı́ch dat
V této části jsou načteny vstupnı́ hodnoty (data) a to sice vloženı́m přı́mo do
výpočetnı́ho prostředı́ nebo formou odkazu na soubor vhodného formátu, který tyto
hodnoty obsahuje. Inicializace v modelu začı́ná přı́kazem initializations from a končı́
přı́kazem end-initializations.
• Účelová funkce, omezujı́cı́ podmı́nky
Nynı́ jsou již definovány všechny objekty, které v modelu vystupujı́. Tato část je
věnována zápisu účelové funkce, strukturálnı́ch podmı́nek a obligatornı́ch podmı́nek.
Výhodou jazyka Mosel je určitá podobnost zápisu v matematickém tvaru.
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• Přı́kaz optimalizace
Zpravidla je využı́váno dvou přı́kazů a to sice minimize, pakliže je cı́lem optimalizace
minimalizovat hodnoty účelové funkce a přı́kaz maximize, jeli cı́lem hodnoty účelové
funkce maximalizovat.
• Výpis výstupů
Před ukončenı́m modelu je možné zadat přı́kaz pro zápis výsledných hodnot v
požadovaném grafickém tvaru. Tento přı́kaz ale nenı́ povinný. Nutné je pouze model
ukončit přı́kazem end-model. V této chvı́li je možné zkontrolovat správnost syntaxe
a provést spuštěnı́ výpočtu [6].
Způsob zápisu všech matematických modelů v programu Xpress-IVE má obdobný postup.
V této chvı́li jsou známy všechny potřebné pojmy z obou oblastı́ teoretických východisek a





Tato kapitola se zabývá metodou primárnı́ho shlukovánı́, která bude aplikována k
řešenı́ zadané problematiky předložené diplomové práce. Úvodnı́ část této kapitoly je
zaměřena na formulaci zadaného problému. Následně bude uveden modelový přı́klad, na
kterém budou představeny možné výpočetnı́ postupy.
4.1 Formulace problému
Dopravnı́ sı́t’ je zadána grafem se třemi atributy N(V, H, l). Prvnı́m z atributů je
množina vrcholů označena V = 1, ..., m, množina hran je označena H = 1, ..., n a poslednı́m
z atributů je ohodnocenı́ hran označené jako lij , kde i, j ∈ V a reprezentuje délku pozemnı́
komunikace v kilometrech. Výchozı́m bodem je depo {d}, situované v prvnı́m vrcholu
grafu. V tomto vrcholu jsou taktéž soustředěna všechna obslužná vozidla rk, kde k ∈ R a
R = 1, ..., p představuje množinu obslužných vozidel s jednotnou kapacitou C. Zákaznı́ci
se nacházejı́ ve vrcholech zj , kde j = 2, ..., m a jejich požadavky jsou označeny konstantou
bj. Je předpokládáno, že součet požadavků všech zákaznı́ků je menšı́ nebo roven kapacitě
všech obslužných vozidel, tedy [12]:
m∑︂
j=2
bj ≤ C.p (4.1)
Cı́lem úlohy je minimalizovat počet ujetých kilometrů obslužných vozidel rk při obsluze
všech zákaznı́ků zj vhodným navrženı́m jednotlivých okružnı́ch jı́zd pro všechna obslužná
vozidla. Dále musı́ být splněna podmı́nka, že každý zákaznı́k zj je zcela obsloužen jedinou
návštěvou obslužného vozidla rk, přičemž nenı́ překročena kapacita C tohoto vozidla a
každé z vozidel je použito nejvýše jednou [12].
Řešenı́ tohoto problému, metodou primárnı́ho shlukovánı́, je rozděleno do dvou částı́. V
prvnı́ části jsou vytvořeny shluky vrcholů S1, ..., Sq kde S1∪, ..., ∪Sq ∪{d} = V . V této části
je zavedena podmı́nka, která zajistı́, že požadavky zákaznı́ků zařazených do jednotlivých
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shluků nepřekročı́ kapacitu obslužného vozidla:∑︂
j∈Sk
bj ≤ C, pro k = 1, ..., q. (4.2)
Druhá část řešenı́ se skládá z úlohy o vyhledánı́ minimálnı́ Hamiltonovy kružnice s využitı́m
vhodného přı́stupu v závislosti na rozsahu řešené úlohy. Obě části budou nynı́ blı́že popsány.
Prvnı́ část je věnována tvorbě jednotlivých shluků (Cluster-First). Tato část (fáze)
je realizována prostřednictvı́m množiny metod, jejichž společným cı́lem je tvorba shluků
podle zadaných kritériı́. V předložené diplomové práci bude pozornost zaměřena předevšı́m
na dvě vybrané metody. Prvnı́ z metod, která bude aplikována se nazývá Sweep algoritmus.
Druhá metoda, kterou lze použı́t k vytvářenı́ shluků, se nazývána p-medián. Nynı́ budou
obě uvedené metody blı́že definovány.
4.2 Sweep algoritmus (stı́racı́ algoritmus)
Sweep algoritmus byl formulován Billy E. Gilletem a E. Millerem již v roce 1974. Jedná
se o jeden ze základnı́ch přı́stupů pro vytvořenı́ shluků vrcholů a jeho podrobnému popisu
bude věnován následujı́cı́ text [12].
Každý vrchol i z množin vrcholů V = 1, ..., m je jednoznačně určen dvojicı́ kartézských
souřadnic [x, y] v rovině. Tyto souřadnice [x, y] je následně nutné transformovat na nové
kartézské souřadnice [x, y] s novým počátečnı́m bodem souřadné soustavy D[d1, d2], kde
počátek souřadné soustavy D odpovı́dá depu. Transformace kartézských souřadnic s novým
počátkem D[d1, d2] je provedena na základě následujı́cı́ch rovnic 4.3 a 4.4:
x = x − d1 (4.3)
y = y − d2 (4.4)
Takto upravené kartézské souřadnice [x, y] je dále potřeba transformovat na polárnı́
souřadnice [φ, r] prostřednictvı́m rovnic 4.5 a 4.6:
r =
√︂
x2 + y2 (4.5)
φ = arctan(y/x), (4.6)
kde pro polárnı́ souřadnice φ platı́:
φ =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
arctan(y/x) for x > 0 ∧ y ≥ 0,
π/2 for x = 0 ∧ y > 0,
arctan(y/x) + π for x < 0,
3π/2 for x = 0 ∧ y < 0,
arctan(y/x) + 2π for x > 0 ∧ y < 0.
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Jednotlivé vrcholy se musı́ následně vzestupně seřadit, vzhledem k pozici odkud bude
tvorba shluků zahájena. Tvorba shluků může být zahájena pod jakýmkoliv libovolným
úhlem z intervalu α ∈ ⟨0, 2π) a nemusı́ být omezena začátkem kladné části osy x, respektive
začı́nat pod úhlem 0. Shluky vrcholů lze vytvořit, s ohledem na požadovaný výstup a
zadané parametry, následovně:
• při zadané kapacitě obslužného vozidla C, kdy jsou vrcholy následně roztřı́zeny do q
shluků při splněnı́ podmı́nky 4.2,
• při zadaném počtu shluků q, v nichž jsou vrcholy rovnoměrně rozděleny bez ohledu
na splněnı́ podmı́nky 4.2.
Výše uvedená problematika bude nynı́ interpretována na vzorovém přı́kladu.
Přı́klad 4.1. Ve 24 vybraných oblastech Moravskoslezského kraje se nacházejı́ zákaznı́ci
s požadavky na obsluhu bj, kde j = 2, ..., 24. Depo je umı́stěno ve vrcholu č. 1. Poloha
všech zákaznı́ků je jednoznačně určena prostřednictvı́m jejich GPS souřadnic1. Rozloženı́






















Obrázek 4.1 Poloha jedotlivých obcı́.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
1Geokódovánı́ bylo realizováno s využitı́m nástroje ArcGIS panı́ Ing. Luciı́ Orlı́kovou, Ph.D.
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Poznámka 4.1. S ohledem na skutečnost, že vzdálenosti mezi vybranými městy jsou
vzhledem k poloměru Zeměkoule malé, lze GPS souřadnice považovat za souřadnice
kartézské.
Požadavky zákaznı́ků a jejich přesné polohy jsou uvedeny v tabulce 4.1.
Tabulka 4.1 Vstupnı́ údaje pro přı́klad 4.1.
j Název obce Latitude Longitude bj
1 Frýdek-Mı́stek 49,6819305 18,3673216 2
2 Staré Město 49,6699188 18,3635041 1
3 Baška 49,6458434 18,3723431 2
4 Palkovice 49,6346702 18,3150854 3
5 Metylovice 49,6066556 18,3391223 3
6 Kozlovice 49,5903943 18,2565719 3
7 Vojkovice 49,6823404 18,468024 1
8 Frýdlant nad Ostravicı́ 49,5918023 18,3585049 2
9 Dobrá 49,6738269 18,413937 3
10 Nošovice 49,6607252 18,4263363 3
11 Nižnı́ Lhoty 49,6484844 18,4337587 1
12 Vyšnı́ Lhoty 49,6358071 18,4569227 3
13 Raškovice 49,6197452 18,4728742 1
14 Krásná 49,5819885 18,4813851 4
15 Morávka 49,5960692 18,5247241 1
16 Fryčovice 49,6667668 18,2232148 2
17 Stařı́č 49,6859406 18,2728161 4
18 Brušperk 49,7000957 18,2221047 3
19 Žabeň 49,7087754 18,3042164 4
20 Paskov 49,7317849 18,2903777 2
21 Petřvald 49,8309961 18,3894128 4
22 Bruzovice 49,7169918 18,4096488 1
23 Hnojnı́k 49,6822828 18,5412928 4
24 Lučina 49,7159105 18,4496691 3
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Cı́lem úlohy je:
• vytvořit q shluků, za předpokladu, že kapacita vozida je C = 12 jednotek,
• vytvořit 3 shluky, do kterých budou vrcholy (zákaznı́ci) rovnoměrně rozděleni.
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Řešenı́: V prvnı́m kroku je nutné kartézské souřadnice [x, y] převést na kartézské






















Obrázek 4.2 Poloha jedotlivých obcı́ s počátkem v depu.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Následně je proveden výpočet v programu Xpress-IVE na základě stanovených podmı́nek
uvedených v předešlé části. Výsledky jsou prezentovány v tabulce 4.2. Výstupem je po-
sloupnost jednotlivých obcı́, která vznikla postupným stı́ránı́m vrcholů, přes všechny
vrcholy.
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Tabulka 4.2 Výstup výpočtu v programu Xpress-IVE pro přı́klad 4.1.
Úhel φ ID obce Název Obce Požadavek zákaznı́ka bj
0 1 Frýdek-Mı́stek 2
0,00202505 23 Hnojnı́k 4
0,00407039 7 Vojkovice 1
0,391357 24 Lučina 3
0,691784 22 Bruzovice 1
1,42367 21 Petřvald 4
2,56667 20 Paskov 2
2,73938 19 Žabeň 4
3,01715 18 Brušperk 3
3,09919 17 Stařı́č 4
3,24643 16 Fryčovice 2
3,83229 6 Kozlovice 3
3,87702 4 Palkovice 3
4,35395 5 Metylovice 3
4,40467 2 Staré Město 1
4,61488 8 Frýdlant nad Ostravicı́ 2
4,85065 3 Baška 2
5,56368 14 Krásná 4
5,75079 13 Raškovice 1
5,78381 15 Morávka 1
5,8078 12 Vyšnı́ Lhoty 3
5,8168 11 Nižnı́ Lhoty 1
5,93823 10 Nošovice 3
6,11107 9 Dobrá 3
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Z takto připravených dat je možné vytvořit požadované shluky. Postup vytvářenı́
jednotlivých shluků spočı́vá v postupném sčı́tánı́ požadavků zákaznı́ků bj do naplněnı́
kapacity obslužného vozidla C. Je-li kapacita obslužného vozidla naplněna, je daný shluk
kompletnı́. Suma jednotlivých požadavků zákaznı́ku musı́ být menšı́, než je kapacita
vozidla. Jedná se o situaci, ve které by přičtenı́m dalšı́ho zákaznı́ka v pořadı́, došlo k
překročenı́ kapacity obslužného vozidla. Předpokládaná kapacita obslužného vozidla bude
odpovı́dat zvolené hodnotě C = 12 jednotek. Poté mohou mı́t jednotlivé shluky podobu
uvedenou v tabulce 4.3.
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Tabulka 4.3 Tvorba shluků Sweep algoritmem v přı́kaladu 4.1.
Množina shluků ID obce Název Obce Požadavek zákaznı́ka bj















Shluk 4 4 Palkovice 3
5 Metylovice 3
2 Staré Město 1
8 Frýdlant nad Ostravicı́ 2
3 Baška 2∑︁17
j=13 = 11
Shluk 5 14 Krásná 4
13 Raškovice 1
15 Morávka 1
12 Vyšnı́ Lhoty 3
11 Nižnı́ Lhoty 1∑︁22
j=18 = 10




Každý shluk je definován identifikačnı́mi čı́sly a názvy obcı́, které k konrétnı́mu
shluku náležı́. V uvedené tabulce 4.3 byl zvolen přı́stup, kdy z předem známe kapacity





Dalšı́ ze základnı́ch algoritmů matematického programovánı́, který lze využı́t pro tvorbu
shluků je p-medián. Tento vybraný přı́stup náležı́ do oblasti lokačně-alokačnı́ch úloh. Před
podrobným představenı́m matematického modelu p-mediánu, je nutné zohlednit několik
skutečnostı́.
• Množina zákaznı́ků J odpovı́dá množině vrcholů V , která již neobsahuje vrchol, ve
kterém je umı́stěno depo{d}. Musı́ tedy platit rovnost J = V − {d}.
• Množina možných umı́stěnı́ středisek I je totožná s množinou zákaznı́ků J .
• Počet umist’ovaných středisek p odpovı́dá počtu vytvořených shluků, přičemž kapacita
K odpovı́dá celkovému součtu požadavků všech zákaznı́ků, přiřazených jednotlivým
shlukům S1, ..., Sp a platı́ tedy rovnost C = K, kde C je kapacita všech obslužných
vozidel.
Splněnı́m těchto požadavků je možné přistoupit k dalšı́ části a tou je samotný matematický
model úlohy o p-mediánu. Účelová funkce má v uvedeném matematickém modelu tvar 4.7.







xij · dij (4.7)
m∑︂
i=1
xij = 1, pro j = 1, ..., n (4.8)
xij ≤ yi, pro i = 1, ..., m, j = 1, ..., n (4.9)
m∑︂
i=1
yi ≤ p (4.10)
n∑︂
j=1
xij · bj ≤ K, pro i = 1, ..., m (4.11)
xij ∈ {0, 1}, pro i = 1, ..., m, j = 1, ..., n (4.12)
yi ∈ {0, 1}, pro i = 1, ..., m. (4.13)
Proměnná xij vystupujı́cı́ v modelu je bivalentnı́ proměnnou, která reprezentuje přiřazenı́,
respektive nepřiřazenı́ zákaznı́ka j lokalitě i. Vzdálenosti mezi lokalitou pro umı́stěnı́
střediska i a zákaznı́kem j jsou reprezentovány maticı́ vzdálenostı́ dij.
V modelu dále vystupujı́ omezujı́cı́ podmı́nky. Omezujı́cı́ podmı́nky 4.8 zajistı́, že každý
zákaznı́k bude přiřazen právě jedné lokalitě. Podmı́nky 4.9 zabezpečı́, že zákaznı́k bude
vždy přiřazen pouze lokalitě, ve které bude situováno středisko. Pro tyto podmı́nky je
zavedená nová bivalentnı́ proměnná yi, která rozhoduje o umı́stěnı́, respektive neumı́stěnı́
střediska v lokalitě i. Podmı́nka 4.10 zabezpečı́, že bude umı́stěno nejvýše p středisek.
Podmı́nky 4.11 zajistı́, že součet požadavků zákaznı́ků přiřazených jednomu středisku
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nepřekročı́ zadanou kapacitu K. Zbylou část modelu tvořı́ obligatornı́ podmı́nky 4.12
a 4.13, definujı́cı́ definičnı́ obory proměnných xij a yi.
Optimalizačnı́m kritériem je v tomto modelu celková vzdálenost mezi zákaznı́ky a
přiřazenými středisky. Cı́lem optimalizace je tuto vzdálenost minimalizovat [13].
Řešenı́: Při řešenı́ přı́kladu 4.1, uvedeného v předešlé podkapitole, bude vycházeno z
podobného zadánı́. Zadanı́ je rozšı́řeno pouze o matici vzdálenostı́ dij. Tato matice repre-
zentuje vzdálenosti mezi jednotlivými vrcholy (zákaznı́ky). Výsledný výpočet zohledňuje
skutečné vzdálenosti (délky komunikacı́) spojujı́cı́ jednotlivé zákaznı́ky. Vytvořené shluky
jsou tedy tvořeny vrcholy, mezi kterými jsou vzdálenosti minimálnı́.
Řešenı́ matematického modelu p-mediánu bylo provedeno v prostředı́ Xpress-IVE a
výsledky jsou uvedeny v následujı́cı́ch tabulkách. V tabulce 4.4 jsou uvedeny střediska
celkem šesti vytvořených shluků.
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Tabulka 4.4 Tvorba shluků s využitı́m p-mediánu v přı́kladu 4.1.
Množina shluků Id. obce Název Obce Požadavek zákaznı́ka bj
Shluk 1 1 Frýdek-Mı́stek 2





Shluk 2 4 Palkovice 3
5 Metylovice (středisko) 3
6 Kozlovice 3
8 Frýdlant nad Ostravicı́ 2∑︁9
j=6 = 11






Shluk 4 11 Nižnı́ Lhoty 1
12 Vyšnı́ Lhoty 3




Shluk 5 16 Fryčovice 2




Shluk 6 21 Petřvald (středisko) 4∑︁24
j=24 = 4
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
V této chvı́li jsou vytvořeny shluky, ve kterých jsou rozmı́stěni zákaznı́ci. Všechny
shluky splňujı́ požadavky na obsluhu tak, aby byla zajištěna kapacitnı́ podmı́nka. Nynı́ je
možné pro každý shluk naplánovat okružnı́ jı́zdu obslužného vozidla. Úloha okružnı́ch jı́zd
je úlohou o nalezenı́ minimálnı́ Hamiltonovy kružnice. Minimálnı́ Hamiltonova kružnice je
taková Hamiltonova kružnice, která má minimálnı́ součet ohodnocenı́ hran do nı́ zařazených
ze všech možných Hamiltonových kružnic. Výsledné srovnánı́ nalezených Hamiltonových
kružnic, pro obě varianty řešenı́, je uvedeno v tabulce 4.5.
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Tabulka 4.5 Srovnánı́ výsledků Hamiltonovy kružnice pro Sweep algoritmus a
p-medián v přı́kladu 4.1.
Shluk Sweep algoritmus P-medián
Shluk 1 34,076 27,727
Shluk 2 45,279 37,113
Shluk 3 44,556 36,406
Shluk 4 27,121 42,021
Shluk 5 42,021 36,009
Shluk 6 12,020 38,840
Celková hodnota 205,073 km 218,116 km
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
V přı́kladu 4.1 byla pro nalezenı́ Hamiltonovy kružnice použita algoritmická metoda,
zajišt’ujı́cı́ nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́. Nevýhodou této metody je složitost výpočtu a jeho
omezenějšı́ využitı́ pro úlohy s většı́m rozsahem. Proto budou nynı́ představeny některé
heuristické metody, které sice nezaručı́ nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́, ale jsou výpočetně
méně náročné, a lze s nimi zı́skat přı́pustné řešenı́ v kratšı́m čase.
4.4 Heuristické metody
Heuristické metody, zkráceně jen heuristiky, jsou takové metody, které nezaručı́ nalezenı́
optimálnı́ho řešenı́, jak již bylo avizováno v minulé kapitole. Obecně je heuristická metoda
charakterizována přechodem od jednoho přı́pustného řešenı́ k následujı́cı́mu a lokálnı́m
kritériem, s jehož pomocı́ je z množiny možných řešenı́ vybı́ráno výsledné. Heuristiky lze v
lineárnı́m programovánı́ rozdělit na:
• heuristiky primárnı́,
• heuristiky duálnı́.
Primárnı́ heuristikou je označován postup, který začı́ná přı́pustným řešenı́m a přecházı́
vždy jen k řešenı́, které je taktéž přı́pustné, a jehož hodnota lokálnı́ho kritéria je menšı́
než hodnota lokálnı́ho kritéria z předchozı́ho řešenı́. Lokálnı́ kritérium je obvykle shodné s
hodnotou původnı́ účelové funkce. Duálnı́ heuristika oproti primárnı́ začı́ná nepřı́pustným
řešenı́m a postupně přecházı́ k řešenı́ s menšı́ mı́rou nepřı́pustnosti tak, aby se hodnota
lokálnı́ho kritéria zvýšila co nejméně.
Oba dva typy procesů končı́ ve chvı́li, kdy ze současného řešenı́ nenı́ možné přejı́t
povoleným postupem k řešenı́ s menšı́ hodnotou lokálnı́ho kritéria nebo menšı́ mı́rou
nepřı́pustnosti. Tyto postupy lze při využitı́ heuristických metod na konkrétnı́ch úlohách
kombinovat, napřı́klad tak, že duálnı́ heuristikou je nalezeno výchozı́ přı́pustné řešenı́ pro
primárnı́ heuristiku, která toto řešenı́ dále zlepšuje [4].
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Konkrétnı́ typy heuristických metod, které lze použı́t pro řešenı́ zadané problematiky,
jsou vysvětleny v následujı́cı́ části práce. Jednou z těchto metod je vkládacı́ heuristika.
Tato heuristika využı́vá toho, že řešenı́ úlohy je určeno výběrem některých objektů z předem
určené množiny dosud nezařazených objektů. Jedná se napřı́klad o dosud nenavštı́vené uzly
dopravnı́ sı́tě. Postup této heuristiky spočı́vá ve vkládánı́ jednoho z nezařazených objektů
do výchozı́ho řešenı́ tak, aby se zmenšila hodnota účelové funkce v primárnı́ heuristice,
nebo se zmenšila mı́ra nepřı́pustnosti v heuristice duálnı́. Jednou z možných variant je
duálnı́ vkládacı́ heuristika známá pod názvem metoda nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného
vrcholu, která bude později blı́že představena [4].
Alternativnı́m přı́stupem k heuristice vkládacı́ může být výměnná heuristika. Princip
této metody spočı́vá v rozdělenı́ objektů úlohy do dvou disjunktnı́ch množin2. Jedná se o
množiny objektů tvořı́cı́ současné řešenı́ a množiny nezařazených objektů [4].
Postup heuristiky spočı́vá v tom, že určitá podmnožina objektů je vyjmuta ze současného
řešenı́ a nahrazena podmnožinou objektů z množiny nezařazených objektů. Vyjmuté objekty
jsou zařazeny zpět do množiny nezařazených objektů. Lokálnı́m kritériem, podle něhož
je posouzena kvalita dosaženého řešenı́, je napřı́klad hodnota účelové funkce současného
řešenı́ [4].
Obě varianty, tedy vkládacı́ a výměnné heuristiky, budou blı́že popsány. Prvnı́ z nich
je již zmı́něná metoda nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného vrcholu.
4.5 Metoda nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného vrcholu
Prvnı́ z těchto heuristických metod, kterou lze použı́t pro nalezenı́ Hamiltonovy kružnice
je metoda nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného vrcholu. Jak již bylo zmı́něno v předešlé části
práce, tato metoda nezaručı́ nalezenı́ minimálnı́ Hamiltonovy kružnice. Metoda nejblı́žšı́ho,
dosud nenavštı́veného vrcholu, pracuje s úplným grafem. Algoritmus této metody je složen
ze čtyř, nı́že uvedených kroků [2].
1. Konstrukce algoritmu je zahájena v libovolném vrcholu a jako prvnı́ je zařazena
hrana s minimálnı́m ohodnocenı́m, která sousedı́ s tı́mto vrcholem.
2. Je-li vybráno n − 1 hran, kde n je počet vrcholů, následuje postup na krok 4. V
opačném přı́pdě je postoupeno na krok 3.
3. Jako dalšı́ je vybrána hrana s minimálnı́m ohodnocenı́m, která spojuje naposledy
navštı́vený vrchol s dosud nenavštı́veným vrcholem, následuje návrat na krok 2.
4. Hamiltonova kružnice je uzavřena hranou, která spojuje naposledy navštı́vený vrchol
s vrcholem, ve kterém byla konstrukce algoritmu zahájena.
Tento algoritmus bude pro názornost předveden na vzorovém přı́kladu.
2Disjunktnı́ množiny - množiny, jejichž průnikem je množina prázdná, respektive nemajı́ žádný společný
prvek.
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Přı́klad 4.2. Úkolem je v zadaném grafu, reprezentovaném na obrázku 4.3, nalézt minimálnı́












Obrázek 4.3 Graf pro představenı́ metody nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného
vrcholu.
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Řešenı́: Na uvedeném grafu 4.3 je možné zahájit algoritmus tı́m, že je zvolen výchozı́
libovolný vrchol. Vybrán je napřı́klad vrchol č.1. Nynı́ bude postoupeno na dalšı́ vrchol,
který s tı́mto vrcholem sousedı́, a má nejnižšı́ ohodnocenı́ hrany. V tomto přı́padě se jedná
o vrchol č. 3 s hodnotou ohodnocené hrany 2 km. Tento postup se opakuje, dokud nebude
vybráno n−1 hran. Je-li vybráno n−1 hran, algoritmus je ukončen návratem do výchozı́ho
vrcholu.
Výsledná posloupnost vrcholů může mı́t následujı́cı́ podobu: 1-3-2-4-5-1, přičemž součet
ohodnocenı́ hran zařazených do výpočtu je roven 20 km. Přestože lze tento algoritmus
využı́t pro řešenı́ rozsáhlejšı́ch úloh, nenı́ zde zaručeno nalezenı́ optimálnı́ho řešenı́.
Přesnost dosažených výsledků tohoto algoritmu na rozsáhlejšı́ch úlohách je možné
srovnat s optimálnı́mi řešenı́mi těchto úloh. Za tı́mto účelem budou použita data z online
knihovny, která je volně dostupná na webových stránkách [14]. V této knihovně jsou
uvedeny symetrické matice vzdálenostı́, vytvořené na základě reálných měst. Pro každou
matici vzdálenostı́ je zde také nalezeno optimálnı́ řešenı́ Hamiltonovy kružnice. Tato
knihovna je označena zkratkou TSP (z anglického Symetric traveling salesman problem -
symetrické úlohy obchodnı́ho cestujı́cı́ho).
Z databáze bylo vybráno 15 náhodných úloh o různém rozsahu. Pro tyto vybrané úlohy
bylo provedeno srovnánı́ výpočtů dosažených metodou nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného
vrcholu s jejich optimálnı́m řešenı́m. Výše uvedený postup metody nejbližšı́ho, dosud
nenavštı́veného vrcholu byl implementován v prostředı́ výpočetnı́ho programu Xpress-IVE.
Dosažené výsledky a optimálnı́ řešenı́ těchto úloh jsou uvedeny v tabulce 4.6.
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Tabulka 4.6 Srovnánı́ optimálnı́ho řešenı́ s výsledky metody nejbližšı́ho, dosud
nenavštı́veného vrcholu.
Název souboru Počet měst Optimálnı́ řešenı́ Vypočtené hodnoty
berlin52 52 7542 8980
bier127 127 118282 135737
ch150 150 6528 8246
d657 657 48912 59963
kroA200 200 29368 35859
lin318 318 42029 54019
pr76 76 108159 153462
pr136 136 96772 120769
pr152 152 73682 85699
pr264 264 49135 58023
pr299 299 48191 59890
pr439 439 107217 131281
rat783 783 8806 11054
rd400 400 15281 19603
u574 574 36905 48549
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Vypočtené hodnoty metodou nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného vrcholu jsou od op-
timálnı́ch řešenı́ vzdálené. Přesněji lze řı́ct, že pro tyto řešené úlohy jsou vypočtené hodnoty
pro každý soubor průměrně o 20% vyššı́, než je hodnota optimálnı́ho řešenı́. Vhodnějšı́m
přı́stupem pro řešenı́ těchto rozsáhlejšı́ch úloh může být Lin-Kernighanova metoda, která
bude nynı́ blı́že představena.
4.6 Lin–Kernighanova metoda
Tato metoda se řadı́ do druhé kategorie zmı́něných heuristik, mezi takzvané primárnı́
výměnné heuristiky. Sloužı́ pro řešenı́ úlohy obchodnı́ho cestujı́cı́ho na neorientované, úplné
sı́ti o n uzlech (vrcholech). Tato heuristika se od běžných výměnných heuristik odlišuje
tı́m, že vyměňuje mı́sto řetězců úseky, které tvořily výchozı́ trasu, za úseky, které do nı́
nepatřily. Dalšı́ odlišnost od běžných heuristik vycházı́ ze speciálnı́ho přı́stupu ve vytvářenı́
stromu řešenı́. Přestože je tato metoda považována za primárnı́ heuristiku, výsledkem
nemusı́ být vždy Hamiltonova kružnice, ale jen tah o n úsecı́ch, v němž existuje nejvýše
jeden uzel incidentnı́ s třemi úseky tahu [4].
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4.6. Lin–Kernighanova metoda
Princip fungovánı́ algoritmu je založen na respektovánı́ určitých pravidel. Těmito
pravidly jsou:
1. Ze současného tahu smı́ být vylučovány jen ty úseky, které byly součástı́ výchozı́ho
řešenı́.
2. Do současného tahu smějı́ být zaváděny jen ty úseky, které nebyly součástı́ výchozı́ho
řešenı́.
3. Celková výhodnost vk musı́ být nezáporná.
4. Vyloučenı́m úseku je zrušen podcyklus.
Pokud nenı́ možné dodržet pravidlo č. 1, nebo pravidlo č. 2, při zachovánı́ incidentnosti
vylučovaných a zaváděných úseků, postup výměny vždy končı́. Totéž platı́, pokud nenı́
možné, při respektovánı́ dřı́ve uvedených pravidel, zachovat pravidlo č. 3, postup výměny v
tomto přı́padě taktéž vždy končı́. Poslednı́ pravidlo č. 4 v základnı́m postupu jednoznačně
určuje úsek, který je třeba vyloučit.
V rámci řešené problematiky nenı́ nutné blı́že popisovat postup algoritmu. Výpočty
řešených úloh za pomocı́ Lin-Kernighanovy metody budou provedeny na online serveru
NEOS Concorde [17]. Aby však bylo možné provést výpočet touto metodou, musı́ být
vstupnı́ matice vzdálenostı́ symetrická. Postup transformace nesymetrických matic na
symetrické bude nynı́ blı́že představen.
4.6.1 Transformace nesymetrické matice na symetrickou matici dopravnı́
úlohy
Této problematice je věnován výzkum dvou holandských matematiků, kteřı́ přišli s
řešenı́m, jak symetrizovat nesymetrické matice vzdálenostı́. Práce matematiků R. Jonkera
a T. Volgenanta byla zveřejněna roku 1983. V jejich práci je popsána tato transformace
nesymetrické matice dopravnı́ úlohy obchodnı́ho cestujı́cı́ho na matici symetrickou, za
cenu zdvojnásobenı́ prvků této matice [10].
Na tento výzkum navázal Ratnesh Kumar, svou pracı́ z roku 2000, který se na výzkum
dřı́ve uvedených autorů odkazuje. V jeho práci je popsán postup jak lze matici symetrizo-
vat [11]. Tento postup bude nynı́ blı́že představen.
Při řešenı́ je vycházeno z nesymetrické matice vzdálenostı́ D = [dij ]n×n v nı́ž se předpokládá
že:
− ∞ < dmin ≤ dmax < ∞. (4.14)
Přidánı́m vhodné konstanty každému vstupu do matice D je možné zı́skat takovou matici
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∀i, j : d′ij := =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 když i = j
dij když [4dmin − 3dmax] > 0, i ̸= j
dij + [3dmax − 4dmin + ϵ] jinak,
přičemž platı́, že ϵ > 0 a jedná se o malé kladné čı́slo. Předpokladem je platnost
podmı́nky 4.14, která platı́ i pro nově vytvořenou matici:
− ∞ < d′min ≤ d′max < ∞. (4.15)
Pro každou matici vzdálenostı́ D vyhovujı́cı́ uvedené podmı́nce 4.14, musı́ pro nově





Použitı́m matice vzdálenostı́ D′, která je definována symetrickou maticı́ vzdálenostı́ a je






Pro zachovánı́ jednoduché orientace v nově vytvořené matici platı́, že pro i ≤ n je použito
[i] pro označenı́ i + n. To znamená, že [1] = 1 + n, [n] = 2n, a podobně. Prvky i a [i] tvořı́
kompletnı́ páry vrcholů. Dále pro každé i ≤ n je nazýván vrchol i reálným vrcholem a
vrchol [i] označován jako fiktivnı́ vrchol. Je vhodné poznamenat pro každé i, j:
dij = d[i][j] = ∞; d[i]j = dj[i] = d′ij; d[i]i = di[i] = d′ii = 0.
Jinými slovy lze řı́ct, že vzdálenost mezi párem reálných nebo fiktivnı́ch vrcholů je
nekonečno, zatı́mco vzdálenost mezi reálným a fiktivnı́m vrcholem je konečná a symetrická
a na závěr vzdálenost mezi kompletnı́m párem vrcholů je rovna nule [11]. V této chvı́li
je představen základnı́ postup, který lze použı́t pro symetrizaci matice a který bude
implementován do výpočetnı́ho prostředı́ programu Xpress-IVE.
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Kapitola 5
Numerické experimenty na reálných
datech
V této fázi práce jsou již známy všechny potřebné teoretický podklady pro řešenı́
zadané úlohy. Byly postupně popsány postupy a algoritmy, které budou nynı́ aplikovány
na reálné úloze. Následujı́cı́ část práce bude zaměřena na popis vstupnı́ch dat a jejich
zpracovánı́.
5.1 Představenı́ vstupnı́ch dat
Jak již bylo dřı́ve avizováno, před zahájenı́m samotných výpočtů je potřebné seznámit
se s vstupnı́mi daty, ze kterých bude dále vycházeno. Vstupnı́ data byla poskytnuta
vedenı́m společnosti Nehlsen Třinec s.r.o., zprostředkujı́cı́ svoz separovaného odpadu v
obci Bystřice. Data jsou vedena v samostatném tabulkovém procesoru Microsoft Excel a
majı́ podobu uvedenou v tabulce 5.1 a tabulce 5.2.
Tabulka 5.1 Ukázka vstupnı́ch dat (prvnı́ část).
Id. čı́slo Město Čı́slo popisné Kusy Litry Kusy*litry
1 Jablunkovská 392 0 0 0
2 Bystřice 416 2 1100 2200
3 Bystřice 292 1 110 110
4 Bystřice 1410 1 110 110
5 Bystřice 826 1 110 110
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́ podle dat poskytnutých společnostı́ Nehlsen Třinec,
s.r.o.
V tabulce 5.1 je ukázka prvnı́ části zaznamenaných dat, obsahujı́cı́ identifikačnı́ údaje
o mı́stech svozu a údaje o objemovém množstvı́ odpadu, které připadá na dané mı́sto,
respektive kontejner. Významy jednotlivých prvků tabulky budou nynı́ vysvětleny.
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5.1. Představenı́ vstupnı́ch dat
• V prvnı́m sloupci označeném názvem Id. čı́slo jsou uvedeny identifikačnı́ čı́sla jed-
notlivých svozových mı́st. Jedná se o atributy přiřazené jednotlivým vrcholům v
dopravnı́ sı́ti. V tabulce je uvedeno pouze prvnı́ch pět sběrných mı́st, v celém souboru
je jejich počet roven hodnotě 1496.
• Dalšı́ údaj označený jako Město představuje územı́, na kterém se sběrné mı́sto
nacházı́.
• Čı́slo popisné je vázáno na objekty, u kterých se nacházejı́ sběrné nádoby, popřı́padě
jsou tyto nádoby ve vlastnictvı́ daného objektu.
• Hodnoty ve sloupci s názvem Kusy vyjadřujı́ počet sběrných nádob různých objemů,
nacházejı́cı́ch se na daném svozovém mı́stě.
• Údaj Litry je charakteristický pro daný typ nádoby nebo pytle na odpad. Jedná se
tedy o objemové vyjádřenı́ velikosti přı́slušného kontejneru nebo jiného sběrného
zařı́zenı́, napřı́klad již zmı́něného pytle na odpad.
• Sloupec označený jako Kusy*litry představuje celkové množstvı́ odpadu vyjádřeného
v litrech, spadajı́cı́ na jedno sběrné mı́sto. Tato hodnota vyjadřuje celkový požadavek
na obsluhu konkrétnı́ho sběrného mı́sta a je dána počtem nádob nacházejı́cı́ch se v
daném mı́stě, násobena jejich objemem.
V druhé části tabulky jsou uvedeny informace, které již bylo nutné ze zı́skaných dat
vytvořit. Tyto informace souvisı́ s přesnou polohou daných sběrných mı́st. Lokalizace
těchto mı́st byla uskutečněna s pomocı́ nástroje ArcGIS panı́ Ing. Luciı́ Orlı́kovou, Ph.D.
Tabulka 5.2 Ukázka vstupnı́ch dat (druhá část).
Obec Celá adresa Latitude Longitude
Třinec Jablunkovská 392 Třinec 49,6785021 18,6720589
Třinec Bystřice 416 Třinec 49,6373291 18,7222488
Třinec Bystřice 292 Třinec 49,6372186 18,7192666
Třinec Bystřice 1410 Třinec 49,6456448 18,732216
Třinec Bystřice 826 Třinec 49,6414922 18,7156019
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Obdobně jako v předešlé tabulce bude nynı́ představen význam jednotlivých sloupců.
• Sloupec Obec uvádı́ název obce, pod kterou daná oblast spadá a jejı́ž technické
služby svoz odpadu zabezpečujı́.
• Dále je v souboru uvedena celá adresa každého sběrného mı́sta a zaznamenána ve
sloupci se stejným názvem, tedy Celá adresa.
43
5.2. Dekompozice úlohy
• Poslednı́ dva atributy tabulky vyjadřujı́ zeměpisnou šı́řku Latitude a zeměpisnou
délku Longitude. Tyto údaje jsou klı́čové pro přesné lokalizovánı́ daných mı́st a
jejich následné geokódovánı́.
Z takto připravených vstupnı́ch dat bylo možné vytvořit na základě geokódovánı́,
dopravnı́ sı́t’ a zı́skat vstupnı́ data v podobě úplné matice vzdálenostı́ typu n × n, o
velikosti 1496 x 1496 vrcholů, charakterizujı́cı́ vzdálenosti mezi jednotlivými vrcholy. To
vše bylo provedeno, jak již bylo dřı́ve zmı́něno, s využitı́m nástroje ArcGIS s pomocı́ panı́
Ing. Lucie Orlı́kové, Ph.D.
5.2 Dekompozice úlohy
Z hlediska celkového objemu, který je určený ke svozu a kapacitě obslužného vozidla,
bude výsledným řešenı́m množina okružnı́ch jı́zd. K vytvořenı́ shluků v množině okružnı́ch
jı́zd bylo použito Sweep algoritmu a p-medián přı́stupu. Výsledky je možné mezi sebou
porovnat. Výpočet Sweep algoritmu byl proveden na základě podmı́nek uvedených v
teoretické části. Výstupem z tohoto algoritmu je množina sběrných mı́st. Shluky jsou vy-
tvořeny postupným sčı́tánı́m požadavků jednotlivých svozových mı́st do naplněnı́ kapacity
obslužného vozidla čı́tajı́cı́ 27500 litrů, protože kapacita svozového vozidla činı́ 27500 litrů.
Na základě tohoto postupu bylo vytvořeno celkem 9 shluků o kapacitě menšı́ nebo rovné
kapacitě obslužného vozidla. Přehled výstupů ze Sweep algoritmu je uveden v tabulce 5.3.
Tabulka 5.3 Shluky vytvořené Sweep algoritmem.
Počet shluků Počet vrcholů ve shluku Kapacita shluků [litry]
Shluk 1 183 27498
Shluk 2 213 27464
Shluk 3 119 27426
Shluk 4 147 25369
Shluk 5 144 27440
Shluk 6 191 27480
Shluk 7 200 27414
Shluk 8 188 27360
Shluk 9 119 14610
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Obdobným způsobem jsou vytvořeny shluky pomocı́ p-mediánu. Oproti předešlému
přı́padu využı́vá tento přı́stup úplnou matici vzdálenostı́. Výsledný výpočet proto zo-
hledňuje skutečné vzdálenosti spojujı́cı́ jednotlivá svozová mı́sta. Vytvořené shluky jsou
tedy tvořeny vrcholy, mezi kterými jsou minimálnı́ vzdálenosti. Shluky byly vytvořeny na
základě již nadefinované kapacitnı́ podmı́nky obslužného vozidla. Výpočet byl proveden,
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5.3. Interpretace a zhodnocenı́ dosažených výsledků
stejně jako v předešlém přı́padě, v programu Xpress-IVE. Přehled vytvořených shluků je
uveden v tabulce 5.4.
Tabulka 5.4 Shluky vytvořené p-medián přı́stupem.
Počet shluků Počet vrcholů ve shluku Kapacita shluků [litry]
Shluk 1 195 27496
Shluk 2 172 27335
Shluk 3 208 27274
Shluk 4 115 18230
Shluk 5 163 23663
Shluk 6 126 25775
Shluk 7 231 27475
Shluk 8 148 27418
Shluk 9 146 27395
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Počet shluků je v obou přı́stupech stejný. V dalšı́ části budou pro nově vytvořené shluky
symetrizovány jejich matice vzdálenostı́. Symetrizované matice vzdálenostı́ jednotlivých
shluků budou využity pro aplikaci Lin–Kernighanovy metody a v jednotlivých shlucı́ch
tak budou vytvořeny okružnı́ jı́zdy obslužných vozidel.
5.3 Interpretace a zhodnocenı́ dosažených výsledků
Výpočet Lin–Kernighanovy metody byl uskutečněn za pomocı́ online serveru NEOS
Concorde [17]. Tento server sloužı́ k řešenı́ rozsáhlých symetrických úloh obchodnı́ho
cestujı́cı́ho s využitı́m různých nástrojů, napřı́klad již zmı́něné Lin–Kernighanovy metody.
Výsledné délky okružnı́ch jı́zd pro oba přı́stupy jsou uvedeny v tabulce 5.5 a tabulce 5.6.
Množina okružnı́ch jı́zd, složená ze shluků vytvořených Sweep algoritmem, má celkovou
délku 283 kilometrů. Oproti tomu má množina shluků vytvořených p-mediánem celkovou
délku 303 kilometrů. Z tohoto pohledu lze považovat, pro tuto konkrétnı́ úlohu, výsledky
dekompozice a tvorbu shluků pomocı́ Sweep algoritmu za lepšı́.
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5.3. Interpretace a zhodnocenı́ dosažených výsledků
Tabulka 5.5 Výsledné délky okružnı́ch jı́zd (Sweep algoritmus).
Shluk Délky okružnı́ch jı́zd
Shluk 1 21,423 km
Shluk 2 30,189 km
Shluk 3 24,111 km
Shluk 4 23,399 km
Shluk 5 29,410 km
Shluk 6 32,394 km
Shluk 7 32,896 km
Shluk 8 53,161 km
Shluk 9 36,038 km
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
Tabulka 5.6 Výsledné délky okružnı́ch jı́zd (p-medián přı́stup).
Shluk Délky okružnı́ch jı́zd
Shluk 1 43,999 km
Shluk 2 31,056 km
Shluk 3 22,344 km
Shluk 4 28,092 km
Shluk 5 35,132 km
Shluk 6 21,023 km
Shluk 7 37,187 km
Shluk 8 34,754 km
Shluk 9 48,973 km
Zdroj: Vlastnı́ zpracovánı́.
5.3.1 Reprezentace shluků
Podoba jednotlivých shluků je k nahlédnutı́ uvedena v přı́loze. V přı́loze jsou uvedeny
všechny vytvořené shluky Sweep algoritmem a p-mediánem. Přı́lohy jsou uloženy v inter-
aktivnı́m souboru PDF, s možnostı́ zobrazovánı́ jednotlivých vrstev. V těchto vrstvách
jsou uloženy mapy oblastı́, jednotlivé vrcholy a také samotné trasy. Grafické zpracovánı́
přı́loh bylo vytvořeno ve spolupráci s panı́ Ing. Luciı́ Orlı́kovou, Ph.D. Všechny vytvořené
přı́lohy jsou uloženy na CD přiloženém k této diplomové práci.
Pro přı́klad jsou zde vybrány celkem dva shluky, vytvořené Sweep algoritmem a p-
mediánem, reprezentované na obrázcı́ch 5.1 a 5.3. Na obrázku 5.2 je pro lepšı́ čitelnost
znázorněna prvnı́ svozová trasa, vytvořená s pomocı́ Sweep algoritmu, v detailnı́m vyobra-
zenı́.
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Obrázek 5.1 Svozová trasa pro shluk čı́slo 1, vytvořená Sweep algoritmem.
Zdroj: Grafické zpracovánı́ Ing. Lucie Orlı́ková, Ph.D.
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Svozová trasa 1 - detail
Obrázek 5.2 Svozová trasa pro shluk čı́slo 1, vytvořená Sweep algoritmem, v
detailnı́m vyobrazenı́.
Zdroj: Grafické zpracovánı́ Ing. Lucie Orlı́ková, Ph.D. 48








































































































Obrázek 5.3 Svozová trasa pro shluk čı́slo 1, vytvořená p-mediánem.




Cı́lem této diplomové práce bylo vytvořit okružnı́ jı́zdy s minimálnı́ délkou pro vozidla
zabezpečujı́cı́ svoz separovaného odpadu na územı́ obce Bystřice. Podstata této práce tedy
spočı́vá v návrhu efektivnějšı́ch tras obslužných vozidel, zabezpečujı́cı́ch svoz separovaného
odpadu. Předmětem řešenı́ předložené práce byla rozsáhlá reálná dopravnı́ sı́t’, na které
byla vytvořena množina okružnı́ch jı́zd. Základ této práce tvořı́ teoretické poznatky z
oblastı́ teorie grafů a matematického programovánı́.
V úvodnı́ části práce byla pozornost věnována problematice trasovacı́ch úloh, mezi
které svoz komunálnı́ho odpadu spadá. Cı́lem těchto úloh je vytvořenı́ množiny okružnı́ch
jı́zd na dopravnı́ sı́ti. Zvoleným přı́stupem k řešenı́ zadané úlohy, byla metoda primárnı́ho
shlukovánı́. Tato metoda se skládá ze dvou fázı́. V prvnı́ fázi byly vytvořeny množiny
zákaznı́ků - shluky, a ve druhé fázi byly vytvořeny okružnı́ jı́zdy, pro každý jednotlivý
shluk.
Pro obě fáze byl zformulován zadaný problém slovně, a následně byl vytvořen od-
povı́dajı́cı́ matematický model. K vytvořenı́ shluků byly využity dva přı́stupy. Prvnı́m z
nich byl Sweep algoritmus a druhým byl p-medián přı́stup. Výsledkem byly již zmı́něné
shluky, ve kterých byli zákaznı́ci rozděleni tak, aby byla splněna kapacitnı́ podmı́nka
obslužného vozidla. Funkčnost obou přı́stupů byla ověřena na jednoduššı́m matematickém
modelu - numerickými experimenty, přičemž lepšı́ch výsledků výpočetnı́ch experimentů
po návrhu optimálnı́ch tras dosahovaly shluky, které byly vytvořeny Sweep algoritmem.
Matematické modely obou přı́stupů byly vytvořeny a následně vypočteny programem
Xpress-IVE.
Druhá fáze metody primárnı́ho shlukovánı́, je zaměřena na nalezenı́ minimálnı́ Hamil-
tonovy kružnice a vytvořenı́ okružnı́ jı́zdy v každém jednotlivém shluku. Obecně je v této
fázi řešena dopravnı́ úloha, označovaná jako problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho. Za tı́mto
účelem byly představeny heuristiky, které se dané problematice věnujı́. Jako prvnı́ zde
byla popsána metoda nejbližšı́ho, dosud nenavštı́veného vrcholu, která je sice výpočetně
jednoduššı́, ale nedosahuje požadované přesnosti, jak bylo ověřeno na výpočetnı́ch experi-
mentech řešených úloh. Pro srovnánı́ vypočtených hodnot zmı́něnou metodou, byla použita
online knihovna netriviálnı́ch vzorových úloh, pro které již bylo nalezeno optimálnı́ řešenı́.
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Z tohoto důvodu byla pro řešenı́ zvolena Lin-Kernighanova metoda, která je výpočetně
složitějšı́, ale pro daný typ úlohy vhodnějšı́. Volba Lin-Kernighanovy metody s sebou
přinášela nutnost provést před samotným výpočtem symetrizaci vstupnı́ matice vzdálenostı́.
Následný výpočet byl poté uskutečněn s pomocı́ profesionálnı́ch online serverů NEOS.
Jakmile byla provedena kontrola výsledků a ověřena jejich správnost, následovala
přı́prava na ostrý výpočet s poskytnutými reálnými daty od společnosti Nehlsen Třinec
s.r.o. Přı́prava vstupnı́ch dat zahrnovala jejich třı́děnı́ a separovánı́ nepodstatných informacı́
z hlediska řešenı́ zadané úlohy. Následně bylo provedeno geokódovánı́ vstupnı́ch dat, a
vytvořenı́ množiny vrcholů, na základě adres jednotlivých svozových mı́st, zahrnutých
v jediné matici vzdálenostı́. Geokódovánı́ bylo provedeno v prostředı́ programu ArcGIS
s pomocı́ panı́ Ing. Lucie Orlı́kové, Ph.D. Následovala dekompozice úlohy s využitı́m
již zmı́něného Sweep algoritmu a p-medián přı́stupu. Po aplikovánı́ Lin-Kernighanovy
metody byly zı́skány dvě množiny shluků, obsahujı́cı́ délky jednotlivých okružnı́ch jı́zd. Z
pohledu vypočtených hodnot, byly podobně jako u výpočetnı́ch experimentů dosaženy lepšı́
výsledky u shluků vytvořených Sweep algoritmem. Jednotlivé shluky obsahujı́cı́ navržené
svozové trasy jsou součástı́ přı́lohy této diplomové práce.
Výsledky této diplomové práce budou zahrnuty do programu TAČR, který se věnuje
mimo jiné hledánı́ nových způsobů ke zkvalitněnı́ obsluhy dopravnı́ch sı́tı́. Postupy, které zde
byly popsány a aplikovány na reálných úlohách, lze využı́t k řešenı́ celé řady dopravnı́ch
úloh podobného charakteru, dı́ky čemuž mohou sloužit ke zefektivňovánı́ dopravnı́ch
tras. Přı́nos této práce spočı́vá v ověřenı́ skutečnosti, že zvolené teoretické postupy lze
aplikovat na reálné úlohy různých rozsahů a je možné dosáhnou přı́pustných řešenı́ v
přijatelně krátkém čase. Využı́vánı́ těchto metod se tak může stát významným zdrojem
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ISBN 80-8070-031-1.
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3.1 Reálná dopravnı́ sı́t’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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vyobrazenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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3.1 Vrcholy dopravnı́ sı́tě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.3 Matice přilehlosti grafu G1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Přı́loha B
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